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I. Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Íàñòîßùàß äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà ïîñâßùåíà ðàçðàáîòêå íîâûõ
ïîäõîäîâ è àëãîðèòìîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèß. Çàäà÷à ïîèñêà òî÷íîãî àíà-
ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèß îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â çà-
ìêíóòîì âèäå áûëà è îñòàåòñß îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷, øèðîêî âîñ-
òðåáîâàííàß â ïðèëîæåíèßõ. Îáëàñòü ìàòåìàòèêè, ñâßçûâàþùàß èçó÷å-
íèå ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîèñê èõ ðåøåíèé ñ äîïóñ-
êàåìûìè ãðóïïàìè ïðåîáðàçîâàíèé, ò. å. ñ ñèììåòðèßìè, ïîëó÷èëà íà-
çâàíèå ãðóïïîâîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà îêàçûâàåòñß âîçìîæíûì íå òîëüêî ïðîãíî-
çèðîâàòü èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèß â êâàäðàòóðàõ, íî è óêàçàòü îïòè-
ìàëüíûé ñïîñîá ðåäóêöèè, ñâîäß ê ìèíèìóìó òðóäîåìêîñòü, ÷òî íåìàëî-
âàæíî ïðè ïðîâåäåíèè ñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ.
Ê ñîæàëåíèþ, è ñåãîäíß ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ ñèì-
ìåòðèè îñíîâûâàåòñß ÷àùå âñåãî íå íà çíàíèè ìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíà-
ëèçà, à íà ñëó÷àéíûõ, áîëåå èëè ìåíåå óäà÷íûõ äîãàäêàõ. Ê òîìó æå
èìåþòñß óðàâíåíèß, êîòîðûå èíòåãðèðóþòñß, íî íå èìåþò êëàññè÷åñêèõ
ñèììåòðèé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü êëàññ ñèììåòðèé è íàéòè
íîâûå ìåòîäû èõ ïîèñêà. Ãðóïïîâîé àíàëèç ßâëßåòñß åñòåñòâåííûì èí-
ñòðóìåíòîì â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèß è ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, âîçíè-
êàþùèõ â ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèßõ. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà íî-
âûõ ïîäõîäîâ è àëãîðèòìîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà ßâëßåòñß ÷ðåçâû÷àéíî
àêòóàëüíîé.
Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû. Äî ñåðåäèíû äåâßòíà-
äöàòîãî âåêà êëàññè÷åñêàß òåîðèß èíòåãðèðîâàíèß îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âî ìíîãîì ïðåäñòàâëßëà ñîáîé îãðîìíîå ìíî-
æåñòâî ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ è ïðèåìîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëß ðåøåíèß
íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ, íà ïåðâûé âçãëßä íå ñâßçàííûõ ìåæäó ñîáîé òèïîâ
óðàâíåíèé. È ëèøü â ñåðåäèíå äåâßòíàäöàòîãî âåêà íîðâåæñêèé ó÷åíûé
Ñîôóñ Ëè ñäåëàë îòêðûòèå, ñîñòîßùåå â òîì, ÷òî âñå ýòè ñïåöèàëüíûå ìå-
òîäû íà ñàìîì äåëå ßâëßþòñß ÷àñòíûìè ñëó÷àßìè îáùåé ïðîöåäóðû èí-
òåãðèðîâàíèß, îñíîâàííîé íà èíâàðèàíòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèß îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ñèììåòðèé. Îäíàêî
â òî âðåìß òåîðèß Ëè íå íàøëà øèðîêîãî ïðèìåíåíèß  ïîäàâëßþùåå
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áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ ñ÷èòàëî, ÷òî âñå, ÷òî ìîæíî ïðîèíòåãðèðî-
âàòü â çàìêíóòîé ôîðìå, óæå ïðîèíòåãðèðîâàíî â ðàáîòàõ êëàññèêîâ,
è äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ëèøü ïóòåì îòêàçà îò
íåïðåìåííîé ïðåäñòàâèìîñòè ðåøåíèß â çàìêíóòîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå.
Âîçðîæäåíèå èíòåðåñà ê ãðóïïîâîìó àíàëèçó ïðîèçîøëî ëèøü â
ñåðåäèíå XX âåêà, íà÷èíàß ñ ðàáîò Ë. Â. Îâñßííèêîâà, êîòîðûé óáåäè-
òåëüíî ïîêàçàë, ÷òî èäåè Ñ. Ëè ïðèìåíèìû íå òîëüêî äëß ïîñòðîåíèß
îáùèõ ðåøåíèé ÎÄÓ  îïèñàíèå ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïðè ïîìîùè äîïóñêàåìûõ ãðóïï ïîçâîëßåò ñòðîèòü êëàññû òî÷íûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ðåøåíèé è ïîìîãàåò â êà÷åñòâåííûõ èññëåäîâàíèßõ óðàâíåíèé
ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ñèììåòðèé-
íîãî àíàëèçà øëî ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèßì:
1) îáîáùåíèå ïîíßòèß èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà  îïðåäåëåíèå
íåëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ, íåëîêàëüíûõ è ôîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
ïîßâëåíèå àëãîðèòìîâ ïîèñêà íåêëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé,
2) øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå îáðàòíûõ çàäà÷,
3) äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î ôàêòîðèçàöèè,
4) ïîïûòêè ïðèìåíåíèß äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé, ïðèâåäøèå ê ïîßâëå-
íèþ äèñêðåòíî-ãðóïïîâîãî àíàëèçà.
Ðàñøèðåíèå îáëàñòè ïðèìåíåíèé ïîòðåáîâàëî ñóùåñòâåííîãî óñè-
ëåíèß ìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà, ðàçðàáîòêè íîâûõ ïîíßòèé è àëãî-
ðèòìîâ. Âîçíèêøèå â ñâßçè ñ ýòèì ïðîáëåìû è ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèß
ñòèìóëèðîâàëè áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé. Ñòàëî ßñíî, êàêèì äåé-
ñòâåííûì èíñòðóìåíòîì ßâëßåòñß ãðóïïîâîé àíàëèç ïðè ðåøåíèè ñëîæ-
íûõ çàäà÷. Îí ñóùåñòâåííî ðàñøèðßåò è óòî÷íßåò èíòóèòèâíîå ïîíèìà-
íèå ñèììåòðèè, âîîðóæàåò êîíñòðóêòèâíûìè ìåòîäàìè åå èñïîëüçîâà-
íèß, âåäåò ê ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷, à âî ìíîãèõ ñëó÷àßõ ïîçâî-
ëßåò óâèäåòü âîçìîæíûå ïóòè ðåøåíèß.
Öåëüþ äèññåðòàöèè ßâëßåòñß ïîñòðîåíèå îñíîâ òåîðèè ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ñèììåòðèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(ÎÄÓ).
Äëß äîñòèæåíèß ïîñòàâëåííîé öåëè â äèññåðòàöèè ïðåäïîëàãàåòñß
ðåøåíèå ñëåäóþùèõ âçàèìîñâßçàííûõ çàäà÷:
 Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèììåòðèé ÎÄÓ è îïðå-
äåëßþùèõ óðàâíåíèé, ðåøåíèßìè êîòîðûõ ßâëßþòñß êîîðäèíàòû îïåðà-
òîðîâ, çàäàþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåòðèè.
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 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î ñòðóêòóðå îïåðàòîðà òî÷å÷íîé ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ñèììåòðèè è î ïîñòðîåíèè âñåõ ñèììåòðèé ÎÄÓ 2-ãî ïîðßäêà
íà îñíîâå îäíîé ôóíäàìåíòàëüíîé.
 Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ÎÄÓ, èìåþùåé ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèì-
ìåòðèþ, è âîçìîæíîñòè ðåäóêöèè îáû÷íîé òî÷å÷íîé ñèììåòðèè â ôóí-
äàìåíòàëüíóþ.
 Ïîèñê êëàññà ÎÄÓ, èìåþùèõ ôóíäàìåíòàëüíóþ ýêñïîíåíöèàëü-
íóþ íåëîêàëüíóþ ñèììåòðèþ (ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è).
 Ïîèñê êëàññà ÎÄÓ, èìåþùèõ ôóíäàìåíòàëüíóþ íåýêñïîíåíöè-
àëüíóþ íåëîêàëüíóþ ñèììåòðèþ (ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è).
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèß ßâëßþòñß îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèß.
Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèß ßâëßåòñß ãðóïïîâîé àíàëèç.
Òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äèññåðòàöèè ñîñòàâèëè òðóäû âåäóùèõ
îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ êàê â îáëàñòè ãðóï-
ïîâîãî àíàëèçà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíî-
ñòè, òàê è â îáëàñòè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îáùåì.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùèå â ñåáß ìåòîäû ãðóï-
ïîâîãî àíàëèçà; ìåòîäû îáùåé àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè, òåîðèß ãðóïï è àë-
ãåáð Ëè; ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
Íàó÷íàß íîâèçíà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèß çàêëþ-
÷àåòñß â ñëåäóþùåì  â ðàáîòå âïåðâûå:
1) ðàçðàáàòûâàþòñß ìåòîäû ïîíèæåíèß ïîðßäêà îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèììåò-
ðèé;
2) ïðèâîäèòñß àëãîðèòì ïîèñêà âñåõ ñèììåòðèé îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî îäíîé èçâåñòíîé ôóíäàìåíòàëüíîé;
3) ïðèâîäèòñß àëãîðèòì ïîèñêà ôóíäàìåíòàëüíûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ
íåëîêàëüíûõ ñèììåòðèé, äîïóñêàåìûõ óðàâíåíèßìè âòîðîãî è òðå-
òüåãî ïîðßäêîâ;
4) ðåøàåòñß îáðàòíàß çàäà÷à äëß óðàâíåíèé âòîðîãî è òðåòüåãî ïî-
ðßäêîâ, äîïóñêàþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûå íåýêñïîíåíöèàëüíûå íåëî-
êàëüíûå ñèììåòðèè.
Ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáî-
òû çàêëþ÷àåòñß â âîçìîæíîì èñïîëüçîâàíèè âûâîäîâ è òåîðåì ïðè èí-
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òåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé, ïðè ïîïûòêå ïîíèæåíèß ïîðßäêà äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèß. Äàííàß ðàáîòà ïðåäëàãàåò äðóãîé ïîäõîä ê òå-
îðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàéäåíà ãëóáîêàß
àíàëîãèß ìåæäó ñâîéñòâàìè ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ôóíäàìåíòàëüíûìè ñèììåò-
ðèßìè. Äëß ïðîèçâîäßùåé ôóíêöèè ñèììåòðèè, êîòîðàß ßâëßåòñß ðåøå-
íèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß â ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìîæåò áûòü ïðèìå-
íåíà òåõíèêà, êîòîðóþ ìû èñïîëüçóåì äëß ðåøåíèß îáûêíîâåííûõ ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ãðóïïîâîé àíàëèç ïîçâîëßåò ðå-
øàòü óðàâíåíèß, íå èìåþùèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, íî èìåþùèå
ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåòðèè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåâîçìîæíî íàéòè
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß ôóíäà-
ìåíòàëüíûìè ñèììåòðèßìè, è ñ èõ ïîìîùüþ ïîíèçèòü ïîðßäîê èëè ôàê-
òîðèçîâàòü óðàâíåíèå.
Àïðîáàöèß ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå è
ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ðß-
äå íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèé â ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå:
Ñòóäåíò  èññëåäîâàòåëü  ó÷èòåëü íà áàçå ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåð-
öåíà, 2003 ã.;
Ãåðöåíîâñêèå ÷òåíèß  2005 â ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà, 2005 ã.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ïßòè ïå÷àò-
íûõ ðàáîòàõ, äâå èç íèõ â èçäàíèßõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß,
òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèß, áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà èç 34 íàèìåíîâàíèé.
Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëßåò 90 ñòðàíèö.
II. Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñß àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîãî èñ-
ñëåäîâàíèß, ñòàâßòñß öåëè è çàäà÷è, äàåòñß ýêñêóðñ â èñòîðèþ âîïðîñà,
ïðèâîäßòñß îïðåäåëåíèß è òåîðåìû èç êëàññè÷åñêîãî ãðóïïîâîãî àíàëè-
çà, êîòîðûå íàì ïîòðåáóþòñß ïðè äàëüíåéøåì èçëîæåíèè, óêàçûâàåòñß
íàó÷íàß íîâèçíà, ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü.
Â ïåðâîé ãëàâå Òî÷å÷íûå ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåòðèè äàþò-
ñß îïðåäåëåíèß ôóíäàìåíòàëüíîé ñèììåòðèè è ðßäà òåðìèíîâ, ñâßçàí-
íûõ ñ ïîíßòèåì ôóíäàìåíòàëüíîé ñèììåòðèè, äîêàçûâàþòñß òåîðåìû.
Ïðèâîäßòñß êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ïîíèæåíèß ïîðßäêà ñ ïîìîùüþ îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû.
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Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèììåòðèåé óðàâíåíèß âòîðîãî ïîðßäêà
H ≡ y′′ − F (x, y, y′) = 0 (1)
áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð, êîîðäèíàòà êîòîðîãî ßâëßåòñß
ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî îïðåäåëßþùåãî óðàâíåíèß:
Φ
∂H
∂y
+ Φ′
∂H
∂y′
+ Φ′′
∂H
∂y′′
= 0. (2)
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî îïðåäåëßþòñß ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåò-
ðèè îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß n-ãî ïîðßäêà êàê ðå-
øåíèß óðàâíåíèß â ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ n-ãî ïîðßäêà
n∑
k=0
Φ(k)
∂H
∂y(k)
= 0.
Áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà î ñòðóêòóðå ôóíäàìåí-
òàëüíîé ñèììåòðèè.
Òåîðåìà 3 1. Ôóíäàìåíòàëüíàß òî÷å÷íàß ñèììåòðèß óðàâíåíèß
(2) èìååò ïðîèçâîäßùóþ ôóíêöèþ, íå çàâèñßùóþ îò ïðîèçâîäíîé. Èíû-
ìè ñëîâàìè, îïåðàòîð ôóíäàìåíòàëüíîé òî÷å÷íîé ñèììåòðèè óðàâíåíèß
(1) èìååò âèä X = Φ(x, y)∂y, ãäå ïîä çíàêîì ∂y áóäåì ïîíèìàòü ÷àñòíóþ
ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé y, ò. å. ∂y = ∂∂y .
Â ãðóïïîâîì àíàëèçå îáû÷íî ñòàâßòñß ëèáî ïðßìàß, ëèáî îáðàòíàß
çàäà÷è. Â ïðßìîé çàäà÷å ïî èçâåñòíîìó óðàâíåíèþ (èëè êëàññó óðàâíå-
íèé) èùóòñß îïåðàòîðû, êîòîðûå äîïóñêàþòñß äàííûì óðàâíåíèåì (êëàñ-
ñîì óðàâíåíèé). Åñëè èññëåäóåòñß êîíêðåòíîå óðàâíåíèå, òî ïðßìàß çà-
äà÷à íàçûâàåòñß ãðóïïîâûì àíàëèçîì, åñëè çàäàí êëàññ óðàâíåíèé  òî
òàêàß çàäà÷à íàçûâàåòñß ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèåé. Êîíå÷íîé öåëüþ
ïðßìîé çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ßâëßåòñß èíòåãðèðîâàíèå èëè ìàêñèìàëüíîå
óïðîùåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèß. Â îáðàòíîé çàäà÷å îòïðàâíîé òî÷êîé
ßâëßåòñß îïåðàòîð  îãðàíè÷åííàß îáðàòíàß çàäà÷à (èëè êëàññ îïåðàòî-
ðîâ  îáùàß îáðàòíàß çàäà÷à), è ñòðîèòñß êëàññ óðàâíåíèé, îáëàäàþùèõ
àïðèîðíî çàäàííîé ýòèì òèïîì îïåðàòîðà ñèììåòðèåé. Â ýòîì ñëó÷àå
èñêîìîå óðàâíåíèå êîíñòðóèðóåòñß èç èíâàðèàíòîâ îïåðàòîðà.
Âî âòîðîé ãëàâå Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ñèììåòðèé ìû ðàçðàáàòûâàåì àëãîðèòì ïîèñêà ñèììåòðèè îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàññìàòðèâàß èíâàðèàíòíîñòü
íà âñåé ïëîñêîñòè, à íå òîëüêî íà ìíîãîîáðàçèè.
1Íóìåðàöèß òåîðåì â àâòîðåôåðàòå ñîâïàäàåò ñ íóìåðàöèåé òåîðåì â äèññåðòàöèè.
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Òàê åñëè èçâåñòíà îäíà ôóíäàìåíòàëüíàß ñèììåòðèß, ìû íàõîäèì
âòîðóþ, à çàòåì ïî ìåòîäó Ëàãðàíæà íàõîäèì âñå îñòàëüíûå.
Àëãîðèòì íàõîæäåíèß âñåõ ñèììåòðèé óðàâíåíèß H, èñõîäß èç
ôîðìàëüíîãî îïåðàòîðà X = Φ∂y, ãäå Φ = Φ(x, y, y′, y′′, . . .), âûãëßäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîîðäèíàòà îïåðàòîðà, âîîáùå ãîâîðß, çàâèñèò îò
ïðîèçâîäíûõ ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîðßäêà âïëîòü äî áåñêîíå÷íîãî.
Ñíà÷àëà áóäåì èñêàòü ñèììåòðèè, óäîâëåòâîðßþùèå îäíîðîäíîìó óñëî-
âèþ èíâàðèàíòíîñòè (2).
Ðàññìîòðèì âàðèàíò, êîãäà Φ1(x, y)  ïðîèçâîäßùàß ôóíêöèß ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñèììåòðèè  âûðàæåíà â ßâíîì âèäå. Áóäåì èñêàòü êîí-
êðåòíîå óðàâíåíèå H, êîòîðîå áóäåò äîïóñêàòü ýòîò îïåðàòîð Φ1∂y. Äëß
ýòîãî ðàññìàòðèâàåì îïðåäåëßþùåå óðàâíåíèå (2)  óñëîâèå èíâàðèàíò-
íîñòè. Ïðåäïîëàãàß, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå ðàâíî 0, íàõîäèì ïåðâûé èí-
âàðèàíò. Èç êëàññè÷åñêîãî ãðóïïîâîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèß
H, çàäàþùàß èññëåäóåìîå óðàâíåíèå, åñòü ôóíêöèß îò x, I1, I2, ãäå I1 
èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðßäêà äîïóñêàåìîãî óðàâíåíèåì H îïåðàòîðà X,
à I2  èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðßäêà ýòîãî æå îïåðàòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, èç
îäíîðîäíîãî îïðåäåëßþùåãî óðàâíåíèß íàõîäèì I2, êîòîðîå è ßâëßåòñß
óðàâíåíèåì H. Äàëåå, çíàß Φ1 è H, ìîæíî íàéòè Φ2  âòîðîé ôóíäà-
ìåíòàëüíûé îïåðàòîð, èñïîëüçóß îïðåäåëßþùåå óðàâíåíèå, ïðåäñòàâëßß
Φ2 â âèäå ïðîèçâåäåíèß Φ1 è íåêîòîðîé ôóíêöèè îò x  Φ1u(x) è íàõîäß
ýòó ôóíêöèþ u(x).
Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñß ïîëíîå îïðåäåëßþùåå óðàâíåíèå:
Φ
∂H
∂y
+ Φ′
∂H
∂y′
+ Φ′′
∂H
∂y′′
∣∣∣
H
= 0,
êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèß:
Φ
∂H
∂y
+ Φ′
∂H
∂y′
+ Φ′′
∂H
∂y′′
=
∑
k
AkD
k
xH. (3)
Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñß ìåòîäîì Ëàãðàíæà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ìîæíî âûïèñàòü îáùåå ðåøåíèå ñ ïðîèçâîëüíûì íàáîðîì Ak.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìó ìåòîäó Ëàãðàíæà èùåì
ðåøåíèå â âèäå
Ψ = C1(x, y, y
′, ...)Φ1(x, y, y′, ...) + C2(x, y, y′, ...)Φ2(x, y, y′, ...),
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ãäå Φ1,Φ2  ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèß èñõîäíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèß, à C1, C2  ðàññìàòðèâàåì êàê ôóíêöèè îò âñåõ ïåðåìåííûõ ïðîäîë-
æåííîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ôóíêöèè C1 è C2 â ìåòîäå Ëàãðàíæà ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé
âèä:
C2 = D
−1
x

∞∑
k=0
Ak(x, y, y
′, ...)Dkx[H]
Φ2
(
Φ′2
Φ2
− Φ′1Φ1
)
 .
C1 = −D−1x

∞∑
k=0
Ak(x, y, y
′, ...)Dkx[H]
Φ1
(
Φ′2
Φ2
− Φ′1Φ1
)
 .
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëßþòñß âñå ñèììåòðèè íàéäåííîãî êëàññà
óðàâíåíèé. Êîíêðåòíûå êëàññû ñèììåòðèé ìîæíî âûäåëèòü è íàéòè, íà-
ëîæèâ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèß íà íàéäåííîå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèß
(3) äî ïåðåõîäà íà ìíîãîîáðàçèå (1). Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé âûøå
àëãîðèòì íàõîæäåíèß âñåõ ñèììåòðèé óðàâíåíèß ïðèìåíèì è äëß îïåðà-
òîðîâ, â êîòîðûõ Φ1 çàäàíà â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðßäà, ò. å. ñ íåëîêàëüíîé
Φ.
Òàêæå âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñß ôóíäàìåíòàëüíûå ñèì-
ìåòðèè ÎÄÓ âûñøèõ ïîðßäêîâ.
Â òðåòüåé ãëàâå Íåëîêàëüíûå ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåòðèè
äàåòñß îïðåäåëåíèå ïîíßòèßì ýêñïîíåíöèàëüíîé íåëîêàëüíîé ñèììåò-
ðèè è íåýêñïîíåíöèàëüíîé íåëîêàëüíîé ñèììåòðèè, ïðèâîäèòñß àëãî-
ðèòì ïîèñêà ýêñïîíåíöèàëüíûõ íåëîêàëüíûõ ñèììåòðèé, äîïóñêàåìûõ
óðàâíåíèåì âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðßäêîâ, ðåøàåòñß îáðàòíàß çàäà÷à äëß
óðàâíåíèé âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðßäêîâ, äîïóñêàþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûå
íåýêñïîíåíöèàëüíûå íåëîêàëüíûå ñèììåòðèè.
Ñèììåòðèß íàçûâàåòñß ýêñïîíåíöèàëüíîé íåëîêàëüíîé, åñëè
îíà èìååò âèä
Φ = η(x, y) exp
(∫
ζ(x, y, y′) dx
)
,
è ïðè ýòîì èíòåãðàë ïîä çíàêîì ýêñïîíåíòû  ïîëíûé (= D−1x ) è íå áåðåò-
ñß â ßâíîì âèäå (ò.å. íåâîçìîæíî íàéòè â çàìêíóòîì âèäå òàêóþ ôóíêöèþ
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σ, ÷òî Dxσ(x, y) = ζ). Ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé ñèììåòðèè îïåðàòîð íà-
çûâàåòñß ýêñïîíåíöèàëüíûì íåëîêàëüíûì îïåðàòîðîì.
Òåîðåìà 12 . Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðßäêà (2) èìååò ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ íåëîêàëüíóþ ñèììåòðèþ, åñëè åãî ïðàâàß
÷àñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå
F = ζy′ +
∂
∂x
(∫
ζ ∂y
)
+ Ω
(
y′ −
∫
ζ ∂y
)
,
ãäå Ω  ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß óêàçàííîãî àðãóìåíòà, ζ  ïðîèçâîëüíàß
ôóíêöèß ïåðåìåííûõ x è y.
Òåîðåìà 13 . Óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðßäêà
H ≡ y′′′ − F (x, y, y′, y′′) = 0
èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ íåëîêàëüíóþ ñèììåòðèþ, åñ-
ëè åãî ïðàâàß ÷àñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå
F =
∫
(ζxx) ∂y + 2ζxy
′ + ζy(y′)2+
+ ζy′′ + 3
∫
(ζ (ζx + ζyy
′)) ∂y +
∫
ζ3∂y + Ω(y′, y′′),
ãäå Ω  ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß ïåðåìåííûõ y′ è y′′, ζ  ïðîèçâîëüíàß
ôóíêöèß ïåðåìåííûõ x, y è y′.
Ñèììåòðèß íàçûâàåòñß íåýêñïîíåíöèàëüíîé íåëîêàëüíîé, åñ-
ëè îíà èìååò âèä
Φ = η(x, y)
∫
ζ(x, y) dx,
è ïðè ýòîì èíòåãðàë  ïîëíûé (= D−1x ) è íå áåðåòñß â ßâíîì âèäå (ò. å.
íåâîçìîæíî íàéòè â çàìêíóòîì âèäå òàêóþ ôóíêöèþ σ, ÷òî Dxσ(x, y) =
= ζ). Ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé ñèììåòðèè îïåðàòîð íàçûâàåòñß íåýêñ-
ïîíåíöèàëüíûì íåëîêàëüíûì îïåðàòîðîì.
III. Çàêëþ÷åíèå
Ïðèâåäåì îáùèå âûâîäû ïî ðàáîòå:
1. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèììåòðèé ÎÄÓ è îïðå-
äåëßþùèõ óðàâíåíèé, ðåøåíèßìè êîòîðûõ îíè ßâëßþòñß.
2. Äîêàçàíû òåîðåìû î ñòðóêòóðå îïåðàòîðà òî÷å÷íîé ôóíäàìåíòàëü-
íîé ñèììåòðèè è î ïîñòðîåíèè âñåõ ñèììåòðèé ÎÄÓ 2-ãî ïîðßäêà
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íà îñíîâå îäíîé ôóíäàìåíòàëüíîé, à äëß 3-ãî ïîðßäêà  ïî äâóì èç-
âåñòíûì ôóíäàìåíòàëüíûì ñèììåòðèßì; ïðèâåäåíû ïðèìåðû, èë-
ëþñòðèðóþùèå ýòè òåîðåìû.
3. Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ÎÄÓ, èìåþùåãî ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèììåò-
ðèþ, è âîçìîæíîñòè ðåäóêöèè îáû÷íîé òî÷å÷íîé ñèììåòðèè â ôóí-
äàìåíòàëüíóþ.
4. Íàéäåí êëàññ ÎÄÓ, èìåþùèõ ôóíäàìåíòàëüíóþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ
íåëîêàëüíóþ ñèììåòðèþ (ðåøåíà îáðàòíàß çàäà÷à).
5. Íàéäåíû êëàññû ÎÄÓ 2-ãî è 3-ãî ïîðßäêîâ, èìåþùèõ ôóíäàìåí-
òàëüíóþ íåýêñïîíåíöèàëüíóþ íåëîêàëüíóþ ñèììåòðèþ (ðåøåíà îáðàò-
íàß çàäà÷à).
Ìåòîä ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèììåòðèé ïîëåçåí äëß òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåì, ÷òî äàåò àëüòåðíàòèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà
ñèììåòðèé, è â ðßäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñß áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì êëàñ-
ñè÷åñêèé ïîäõîä Ñ. Ëè. Â ëþáîì ñëó÷àå ôóíäàìåíòàëüíîñòü ñèììåòðèè
äàåò íàì äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå óðàâíåíèß.
Ïðàêòè÷åñêè, åñëè íåâîçìîæíî íàïðßìóþ ðåøèòü îïðåäåëßþùåå
óðàâíåíèå, ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåòðèè ìîæíî èñêàòü åùå äâóìß ñïî-
ñîáàìè:
1. Èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ëè. Åñëè íàéäåòñß ñèììåòðèß âè-
äà η(x, y)∂y, òî âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 10 î ôóíäàìåíòàëèçèðó-
þùåì ìíîæèòåëå, ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèììåòðèþ.
2. Ïðèìåíèòü èçâåñòíûå ðåøåíèß îáðàòíûõ çàäà÷ (òåîðåìû 12 è 13),
åñëè èññëåäóåìîå óðàâíåíèå ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó â òåî-
ðåìàõ êëàññó.
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòè ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
Âàëåíòèíó Ô¼äîðîâè÷ó Çàéöåâó çà ïîìîùü ïðè îáñóæäåíèè ïîñòàâëåí-
íûõ çàäà÷ è ïîñòîßííóþ ïîääåðæêó ïðè ïîäãîòîâêå è íàïèñàíèè äèññåð-
òàöèîííîé ðàáîòû.
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â èçäàíèßõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ:
1. Çàéöåâ, Â. Ô. Ôóíäàìåíòàëüíûå íåëîêàëüíûå ñèììåòðèè îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé/ Â. Ô. Çàéöåâ, À. Ñ. Ëîæêèí//
Âåñòíèê Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèß 10: Ïðèêëàäíàß ìà-
òåìàòèêà. Èíôîðìàòèêà. Ïðîöåññû óïðàâëåíèß, Âûïóñê 1.  ÑÏá.: Èç-
äàòåëüñòâî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà, 2009. Ñ.65-70.
2. Çàéöåâ, Â. Ô. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåòðèè îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé/Â. Ô. Çàéöåâ, À. Ñ. Ëîæêèí// Èçâåñòèß
ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà,  2007.  }8(38).  Ñ.13-23.
â äðóãèõ èçäàíèßõ:
3. Çàéöåâ, Â. Ô. Î ðàçðåøèìîñòè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðßäêà/Â. Ô. Çàéöåâ, À. Ñ. Ëîæêèí// Òðóäû
Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî.  Êàçàíü: Èçäàòåëü-
ñòâî Êàçàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, Èçäàòåëüñòâî Êàçàíñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, 2004. Ñ.48-53.
4. Ëîæêèí, À. Ñ. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåòðèè óðàâíåíèß 2-ãî
ïîðßäêà/ À. Ñ. Ëîæêèí// Âåñòíèê ñòóäåí÷åñêîãî íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà
ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà. Ñáîðíèê ëó÷øèõ íàó÷íûõ ðàáîò.  ÑÏá.: Èç-
äàòåëüñòâî ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà, 2003. Ñ.206.
5. Ëîæêèí, À. Ñ. Î ïðåäñòàâëåíèè íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà â ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé ôîðìå/À. Ñ. Ëîæêèí// Âåñòíèê ñòóäåí÷åñêîãî íàó÷íîãî
ñîîáùåñòâà ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà. Ñáîðíèê ëó÷øèõ íàó÷íûõ ðàáîò. 
ÑÏá.: Èçäàòåëüñòâî ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà, 2005. C.43-46.
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